‘ Exercice 8 - Annale Technicien Géometre 2015, Exercice 3

Par Dryss de "19 en Maths I, le 11 mars 2018

I SUJET

Voir ’énoncé de ’exercice sur le blog : https://wp.me/p8hcjR-9N

II CouP DE POUCE

1/ Deux méthodes sont possibles pour cette question.
e celle utilisant les propriétés des vecteurs, et en particulier le théoréme de Chasles
e l’analytique, qui passe par des calculs avec les coordonnées de vecteurs.

Dans tous les cas, afin de ne pas perdre le correcteur, il faut bien prendre le temps en début de résolution
d’expliquer quelles notations vous utiliserez pour les coordonnées de B et U (xp par exemple pour I’abscisse
de B).

2/ Grace a la derniére écriture trouvée en question 1, une distinction de cas selon la valeur de k (k > 8, k=0
et k < ) donne la réponse.

Pour rappel, Péquation cartésienne d’un cercle de centre (X; ) et de rayon R est (xz — \)? + (y — p)? = R2.


https://19enmaths.fr
https://wp.me/p8hcjR-9N

III CORRECTION
Pour tout 'exercice, on note (zar;yar) les coordonnées de M.
1/

Deux méthodes sont possibles pour cette question.
e celle utilisant les propriétés des vecteurs, et en particulier le théoréme de Chasles
e ’analytique, qui passe par des calculs avec les coordonnées de vecteurs.

Comme on a deux écritures a déterminer, j’utiliserai Chasles pour la premiére, ’analytique pour la seconde.
Mais comme toujours, il est possible de faire différemment !

—
e Exprimer f(M) sous la forme AM.BM, ou B est & déterminer.

On sait que, pour tout M € P :
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O_r,> étant donné les coordonnées du point A, on remarque que OA et (i+7) sont perpendiculaires. Donc
OA.(i +j) = 0.

On peut aussi utiliser un calcul avec les coordonnées :

H P
OA a pour coordonnées ( 11 )

f+fa pour coordonnées ( 1 )
Donc OA.(G+7) = (~1)x1+1x1=0
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Donc, pour tout M € P, f(M) = m(m +i+ ;) On cherche donc B tel que BM = m +i4 7.

Un rapide calcul donne que B a pour coordonnées (—2;0).

. . . s 14 .
e Exprimer f(M) sous la forme aUM? + 3, ot1 U, o et 3 sont a déterminer.
On note (zy; yu) les coordonnées de U. On a donc les coordonnées de vecteurs suivantes :

oa (T m ) (DYoo) p (]
YM — YU ym — 1 Ym 1

On calcule, pour tout M € P :

F(M) = AM.AM + OM.(i + )
=(@m+ 1%+ ynw — D+ 2y +yum
=22, 4+ 2oy + 1+, — 2y + 1+ 2y +ym
:x?\/1+3xM+yﬁ/17yM+2

De plus, on calcule pour tout M € P :

QUM? + 8 af(zy — zv)® + (yar — yu)?] + B

=alzd; — 2xpry + xh + Y — 2ymyu +yE] 4 B

= ax?\/[ —20rpry + asz + ay?w —20ypmyu + ay% + B

ax?\/[ — 2axyxn + ozyﬁ/[ —20yuym + ozy?] + al’?] + 8



a=1

—2azxy =3
Par identification, on obtient donc le systéme d’équations suivant : a=1
—2o0yy = —1
ayh +ard + =2
On résout :
a=1 a=1 a=1 _3
—2axy =3 a=1 -3 Ty = —
v —2zy =3 U= 2
a=1 & gy = -1 < 1 < o = 1
—2ayy = —1 57U Yyu = 5 U=y
‘x5 +6=2 2 _
ayfy + axp; + 8 =2 oo +h B=2—y}—a} 6:2*3*%:71

On a donc, pour tout M € P, f(M) = U—]\j2 - é, avec U ayant pour coordonnées (_73, %)
2/ Soit k € R. On cherche ’ensemble des points M € P tels que f(M) = k.
Or, f(M):k<:>U—J\>/IQ—%:k<:>U—J\>/[2:k+%<:> (:cM+z)2+<y1V —;)2—k+;.
Procédons par distinction de cas :

-1
k< —:
e Si <2

3\ 1\? 1
L’équation (mM + 2) + <yM - 2) =k+ 3 n’a donc pas de solution (le second terme étant stric-

tement négatif, alors que le premier est positif).
-1
La ligne de niveau f(M) = k pour k < <> est 'ensemble vide.

-1
.Slk—T.

— 1 —
UM? =k + 3 <= UM? = 0. Cette équation implique que M et U sont confondus.

-1
La ligne de niveau f(M) = > est le point U.

—
.Slk>7. .

2 2 2 2
+§ + 1 7k+}<:> +§ + LA ,/k+1 On reconnait ici
Tpn 5 Ym 5 = B Tm 9 Ym 5 = 9] -

I’équation d’un cercle.

-1 —1
La ligne de niveau f(M) = k pour k > 5 est donc le cercle de centre U et de rayon 4/k + -5
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