‘ Correction Exercice 2, Contrdleur des Finances Publiques 2018

Par Dryss de "19 en Maths I", le 20 décembre 2017

I SUJET
PARTIE 1
Soit P, = 4™ 4+ 5. Démontrer que, pour tout n € N*, P, est un multiple de 3.
PARTIE 2
U=1
Soit U,, définie pour tout n € N* par n 3n+6

Unir = 30 D" 2m D

1/ Démontrer que, pour tout n € N*, on a U, < 3.
2/ Etudier le sens de variation de (U,).
3/ Calculer la limite de (Uy,).
4/ Soit (V},) la suite définie, pour tout n € N*, par V,, = n(3 — U,).
a/ Déterminer la nature de la suite (V4,).
b/ Préciser sa raison et calculer V;.
¢/ Exprimer (V,,), puis (U,) en fonction de n.
d/ Calculer la limite de (U,,).

II CORRECTION

PARTIE 1
— Premiére facon, en utilisant le binéme de Newton
D’aprés la formule du binéme de Newton, on sait que, pour tout n € N* :

471: (3+1)n:3nxlo+( 7;’ )3”—1X11+< ;L >3n—2><12+_._+( n71’2 )32X17L—2+( 7;’ )31X1n—1+30><1n

D’ou, pour tout n € N* :

A" +5=(3+1)"+5

:3"><10+<711)3”_1x11+~--+(?)31x1"_1+30><1"+5

:3“+<711)3”—1+-~-+(’f)31+1+5

(1) (1))

D’aprés cette écriture, on a bien que, pour tout n € N*, P, est un multiple de 3.

— Deuxiéme facon, en faisant une démonstration par récurrence
Soit H(n) : "4™ + 5 est divisible par 3", définie pour tout n € N*.
— INITTALISATION
Pour n =1, on calcule : 4 +5=4+5 = 9. Or, 9 est divisible par 3. Donc H(1) est vraie.
— HEREDITE
On suppose que H(n) est vraie pour n fixé.
Or, pour tout n € N* ;

4™ + 5 est divisible par 3 <= 4(4" + 5) est divisible par 3
<= 4" 4 90 est divisible par 3
= 4" £ 54 15 est divisible par 3
Or, on sait que 15 est divisible par 3. Donc, pour tout n € N*, 4*+! 4+ 5 est divisible par 3.
Donc H(n + 1) est vraie.
— CONCLUSION

Par récurrence, on en déduit que H(n) est vraie pour tout n € N*.
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PARTIE 2

1/ Faisons une démonstration par récurrence : soit H(n) 'hypothése "U,, < 3" définie pour tout n € N*.

— Initialisation : On prend n = 1. On sait que U; = 1. Donc U; < 3, donc H(1) est vraie.
— On suppose que H est vraie pour un n fixé. Cherchons si H est vraie au rang n + 1.

Or

U, <3< nlU, <3n
n 3n
S+ )" < 3
n 3n+6 3n 3n+6
2t 1) " 2mA D) S2maD) 24D
6n + 6
2(n+1)
6(n+1
2(n+1)
—Up41 <3

—

—

< Un+1 <

— Un+1 <

Donc H(n + 1) est vraie.
Par récurrence, on en déduit que H(n) est vraie pour tout n € N*.
Démontrer que, pour tout n € N*, on a U, < 3.

2/ On calcule, pour tout n € N* :

n 3n+6
Un+1_Un—mUn+m_Un

nUp, +3n+6—2(n+ 1)U,

2(n+1)

_ nUy +3n+6 —2nU, +2U,
2(n+1)

_ nB3—Un)+23—-U,)

N 2(n+1)

Or, d’aprés la question précédente, U,, < 3 pour tout n € N*.
Donc, on en déduit que, pour tout n € N*, U,,11 — U,, > 0, et donc que (U,,) est croissante.

3/ On sait que (U,,) est croissante et majorée. Elle admet donc une limite finie, qui est nécessairement un point
fixe de la suite. On note cette limite [. [ vérifie donc :

n 3n+6 n 3n+6

“omt ) 24D T 2wt ) 2mt )

n _ 3n+6
ﬂn+U)_2m+D
<:>12(n+1)—n: 3n+6

2(n+1) 2(n+1)
. n+ 2 :3(n+2)

2(n+1) 2(n+1)

_3(n+2) 2(n+1)

C2n+1) " n+2
<= 1l=3

<:>l<1—

Donc (U,,) converge vers 3.
4/ a/ On sait que, pour tout n € N*, on a V;, = n(3 — U,). Donc V.41 = (n+ 1)(3 = Up41).
On calcule :



Vi1 = (n+1)(3 = Ups1)

= (n+1) (3— [Q(HZDUn*z?EZIf)D

(n+1)(6”+6nUn)3n6>

2(n+1
3n —nU,
= 1 _—
(n+ )( 2(n + 1) )
_ n(3-U,)
N 2
Vn—&-l:?n

D’aprés cette écriture, on en déduit que la suite (V},) est géométrique.

1
b/ Toujours d’aprés I’écriture précédente, on voit que (V;,) est une suite géométrique de raison 7
Deplus, Vi =1x(3-U;)=3—-1=2.

1
¢/ Comme (V,,) est une suite géométrique de raison ¢ = 3 et de premier terme V; = 2, on en déduit que,

1 1

pour tout n € N*, ona V, =V, x ¢" 1 =2 x TETE

Donc, on peut calculer pour pour tout n € N* :

1
1
2n—2n:37Un
1

. . n—2_ . _ , . . _
d/ On sait que ngrfoo2 n = 400, donc ngrfm oz, 0. On en déduit que ml_l}r}g@Q U, =3.
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