‘ Correction Exercice 1, Contrdleur des Finances Publiques 2018

Par Dryss de "19 en Maths !, le 11 décembre 2017

Al
I SUJET
Soit 8 points de 'espace orthonormé (O; i E) définis comme suit :
Ao ags o) Clay + az; a1 + ag; o) E(aq;ar; 00 + az) G(ag+ag; a1 +ag; g +as)
B(on + ag; 05 01) D(ag; a1 + ag; o) Fog + oy aq;01 + az) H(ar; 01 + ag; a1 + an)

Avec a1 et ap € RT, a1 # as.
1/ Montrer que ﬁ et .Fﬁ sont orthogonaux.

2/ Montrer que ﬁ et ﬁ sont égaux.
3/ Que peut-on en déduire a ce stade de la figure formée par EFGH ?
4/ Soit I le milieu de [EG]. Montrer que I € (HF).

5/ Montrer que ||.ﬁ[}\| et ||ﬁ\| sont égaux.
6/ Que peut-on déduire de la nature de EFGH pour tout o et ag € RT?
7/ Que déduit-on du quadrilatére ABCD?

A partir de maintenant, on considére que a; = 0 et que si ﬁ = BT', alors ﬁ = B7 = C@ = D—I-}
8/ Montrer que AE et BF sont égaux.
9/ Montrer que ||ﬁ|| et ||1@H sont égaux.
10/ On considére que ﬁ et ﬁ sont orthogonaux. Que peut-on déduire sur la nature de la figure ABCDEFGH ?

I CORRECTION

Pour toutes les questions, on fixe oy et as € RT avec oy # ao.
1/ On calcule les coordonnées de EC -

(x¢ —TE;Ye — Yp; 2 — 28) = (@1 + a2 — ag;a1 + a2 — ag; a1 + az — (a1 + az2)) = (ag; a2;0)

Avec la méme méthode, on trouve que les coordonnées de ﬁ sont (a2; —ag;0).
On calcule :

ﬁ.fﬁ:xw’+yy’+zz’:a2 X ag+ay X (—ag)+0x0=0
Donc ﬁ et }ﬁ sont, orthogonaux.

2/ Gréace a un calcul similaire de coordonnées, on voit que ﬁ a pour coordonnées (az;0;0) et que ITC)}' a pour
coordonnées (az;0;0). On en déduit que ﬁ et Iﬁ sont égaux.
3/ On sait que ﬁ et ﬁ sont égaux, donc le quadrilatére FF'GH est un parallélogramme.

Comme le parallélogramme EFGH a ses diagonales perpendiculaires d’apreés la question 1, alors EFGH est
un losange.

4/ Comme I est le milieu de [EG], alors ses coordonnées sont

(xG‘;‘xE; yGJerE; zc;rzE) _ (oq N %;m N %;al +a2)
Or, une équation paramétrique de (HF'), donnée par les coordonnées du point H et un vecteur directeur
ap +as s 1
Iﬁ est aq —Aag . Or, on voit que pour A = =, on retrouve les coordonnées de I.
a1 + oo 2
Donc I € (HF).

Si on veut torpiller cette question sans calcul (et faire un peu de géométrie de niveau collége!), on peut
simplement dire qu’un parallélogramme a ses diagonales qui se coupent en leurs milieux. Comme I est le
milieu de [EG], alors c’est aussi le milieu de [F H].
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5/

6/

7/
8/

9/

10/

Par calcul, on obtient que les coordonnées de I—f} sont <—2042; %; 0) et celles de I’E sont (_;2; _7(12; 0).
On calcule :
2 9 p)
— 2 2
||I—H>|| = \/(;2> + (%) +02 = % = % (car ag est positif).
2
De méme, || TE|| = V20,

2
Donc Hﬁ” et Hm” sont égaux.

On sait que (EG) et (FH) se coupent en un point I. De plus, (E'F) est paralléle & (GH). D’aprés le théoréme
. P EF EI FI B , . FI B

de Thalés, on en déduit que cH-ICc - TH Or, EI = IG, d’ou = 1. On a donc FI =1H.

Comme FI =IH = FEI = IG, on voit que les diagonales du losange FFGH sont de méme longueur. Donc

EFGH est un carré.

Si on se souvient du fait que les diagonales d’un parallélogramme se coupent en leurs milieux, le résultat de

la question précédente montre directement que les diagonales sont de méme longueur.

On remarque que les coordonnées des points A, B, C et D sont similaires & celles des point F, F, G et H.
Les propriétés se transférent donc, et on peut déduire que ABC'D est un carré.

Par calcul, on obtient les coordonnées de ﬁ qui sont (0;0; as). De méme, celles de ﬁ sont (0;0; aa).
Donc E et B.f?" sont égaux.

Comme E a pour coordonnées (0;0;as), on peut calculer directement ||EH = /02402 + (a2)? = as
(sans valeur absolue car as est positif).

De méme, apreés calcul, on a que H/@H = Q.
Donc HEH et HEH sont égaux.
On sait que E = ﬁ donc AEF B est un parallélogramme.

De plus, E L ﬁ Donc AEF B est un rectangle.
Enfin, AE = AB. Donc AEF B est un carré.

Comme E = ﬁ?, alors E = B.}% = C@ = ﬁ, et que ABCD, EFGH et AEF B sont des carrés ayant
la méme longueur de coté, on en déduit que toutes les faces de cette figure sont des carrés.
Donc ABCDEFGH est un cube.
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