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SUJET

On considére la suite (u,,) définie par ug = 5 et pour tout n € N par 3u,1+1 = u, + 4.

oUW =

I1

L

Calculer uq et us.

Démontrer que, pour tout n € N, u,, > 2.

Montrer que (u,) est une suite décroissante.

Montrer que la suite (u,) est convergente et déterminez sa limite.

On pose, pour tout n € N, v,, = u,, — 2. Montrer que (v,,) est une suite géométrique.
En déduire ’expression de v,, en fonction de n.

Soit S, = vg +v1 + ... + v, et Ty, = ug + ug + ... + up.
Déterminez 'expression de S,,, puis ’expression de T, en fonction de n.

Déterminez lim S, et lim T,
n—-+4oo n+—-+o0o

COUP DE POUCE

Pas de soucis pour cette question

Il faut effectuer une démonstration par récurrence, qui est simple ici

Toujours la méme technique pour démontrer qu'une suite est décroissante, étudier le signe de uy,11 — uy,
Reprendre les résultats des questions 2 et 3 pour démontrer qu’elle converge, puis étudier les points fixes

4
de f(z) = % pour déterminer la limite.

, . v . vi s v scrire vy 1 .
Démontrer qu’une suite (v,) est géométrique revient soit a trouver comment écrire v, 1 en fonction de
Un+1

v, (demande souvent du feeling), soit de prouver que est constante pour tout n (plus calculatoire,

Un
souvent long, mais ¢ca marche trés bien).
Se rappeler de la formule de la somme des termes d’une suite géométrique.

L’étude de signe se fait sans probléme majeur



III CORRECTION

n+4
1/ On sait que 3u,4+1 = u, + 4, ou encore unH:u + . On calcule :
OUO:5
u0+4 5+4 3
o U = —-—- =
! 3 3
w+4 3+4 7
o Uy = [
? 3 3 3

2/ Démontrons par récurrence : Soit P(n) la propriété "u, > 2" définie pour n € N.
Initialisation : On sait que ug = 5. Donc ug > 2. Donc P(0) est vraie.

On suppose qu’il existe un entier k tel que P(k) est vraie.

ug > 2 u,+4>6
uy + 4

= >

3 =

S Upg = 2

2

Donc P(k + 1) est vraie.
Conclusion : Comme P est héréditaire et que P(0) est vraie, alors P(n) est vraie pour tout n entier.
Up + 4 _ —2u, +4

3 T
Par conséquent, on a que u,+1 — u, < 0. Donc (u,) est décroissante.

. Or, comme pour tout n entier, u, > 2, —2u, +4 < 0.

3/ On calcule u, 41 — up =

4/ On sait que (uy,) est une suite décroissante et minorée. Grace au théoréme de la convergence monotone, on
en déduit que (u,) admet une limite .

[+4
Comme (u,,) est définie de maniére récurrente, on sait que [ vérifie [ = %
4
l:l%<:)3l:l+4<:>2l=4<:>l:2

Donc (uy,) tend vers 2.
5/ On calcule :

Un+1 = Un41 — 2

:un+4_2
3

_Upt+4—6

N 3

_ Up — 2

3
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1 n 1 n—1
VneN, v, =uvy X (3) :(3)

6/ On sait que (v,) est une suite géométrique. Donc :
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De plus, on sait que :

9 1 n+1
Tn:u0+u1+-~-+un:u0—2+u1—2+---+un—2—|—2n:Sn+2n:5>< (1—() >+2n

7/ Calculons les limites :

1 n+1 1 n+1
e lim 1|2 =1dou lim g>< 1—(= :g
n—+00 3 ni——+oo 2 3 2

e De plus, lim 2n=+o0
n+—-+oo

9
On en déduit que lim S, = = et que, par somme, lim T, = 4oo.
n+—-+o0o 2 n+—-+oo



